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１：Affine Integrator（AFI）とは
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時間推進演算⼦
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(a) アフィン変換
(b)カノニカル共役ペアの構成
(c) 時間推進演算⼦の⾏列表現

時間推進演算⼦
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Lie-Trotter-Suzuki分解
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時間推進演算⼦

時間推進演算⼦

最近（2020年），
Barthel と Zhang によって
最適なLie-Trotter-Suzuki分解が
提案された．

１次

２次

４次

分解されたそれぞれの時間推進演算⼦に対して
正確な⾏列表現を得ることができる．
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各種数値積分法の⽐較
（誤差および安定性の観点から）

Affine Integrator (AFI): 誤差の τ 依存性 (空間刻み幅 h = 0.1)

時間刻み幅 τ
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AFI-2-opt (2019)

AFI-4-Szk (1990)

AFI-4-opt (2019)

AFI-6-opt (2019)

CFL line

optimized 2nd order

optimized 4-th order

optimized 6-th order

stable

stableγ＝１，Ax = 0
Euler法
修正Euler法
DuFort-Frankel法
Runge-Kutta法（4次）
AFI-2
AFI-2-optimized LTS
AFI-4-Suzuki
AFI-4-optimized LTS
AFI-6-optimized LTS

AFI-4-optimized LTS が最も⾼精度

※ 計算量，安定領域の広さ，記憶領域の観点から，
AFI-4-optimized LTS はRunge-Kutta（4次）よりも優れている．
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最適化LTS分解
が提案されてい
て幸いでした．

散逸系

散逸系でも
保存系でも



AFIは保存系においてエネルギーを厳密に保存する
（→ TDBdG⽅程式系（保存系）でもエネルギー厳密保存）
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Total Energy: AFI

Total Prob: AFI

Total Energy &Prob: SI

t

倍精度の丸め誤差 
（マシンイプシロン）

線形シュレディンガー⽅程式

波束を「1/r ポテンシャルに落とす」
シミュレーション

Symplectic
integrator

Affine 
Integrator

Affine 
Integrator

TDGL⽅程式において時定数γを純虚数とし，
⾮線形パラメータβをゼロとおけば（線形）
シュレディンガー⽅程式となる

相対性理論の本を気分転換として
読んでいたら，不変量が（⾏列を
挟んだ）内積の形で書いてあるの
を⾒つけました．それで証明⽅法
を思いつきました(^^)．
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おかげさまで，
もう少しで
1000ダウンロード(^^)
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https://journals.jps.jp/doi/abs/10.7566/JPSJ.89.054006

AFI論⽂2020

https://journals.jps.jp/doi/abs/10.7566/JPSJ.89.054006
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AFI論⽂2020のインフォグラフィック

https://jpsht.jps.jp/article/1.012.html

おかげさまで，
AFI論⽂2020の
インフォグラフィックを
作っていただきました(^^)．

https://jpsht.jps.jp/article/1.012.html
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２： AFIの導出⽅法について（＊配布資料）

●ブロック⾏列の逆⾏列の公式
●⾏列の指数関数をラプラス変換で求める公式

↑これら2つの公式を使うとAFIの導出は容易

＊AFI論⽂2020における導出はわかりにくかった(^^;)．
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2021年もAFI関連話題を
⽇本物理学会秋季⼤会でポス
ター発表しました．

• 今回もリモートポスター発表ですが，
質疑応答義務時間帯が設けられていました：
リアルタイムのディスカッションが可能でした．

• 「構造保存が陽的解法で実現できるって凄い」
とのコメントをいただきました．
その時点では，
⾮線形だと構造保存できてなくて，
「今後の課題です」と先⽅に伝えました．
しかし，
現時点では構造保存が実現できています！
（ただし，TDGL(TDGP)タイプの⾮線形限定）

３： TDBdG⽅程式への適⽤
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４：Symplectic integrator（SI）とは
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Symplectic integrator の特徴
• 位相空間の体積を厳密に保存 → 構造保存
• Geometric integrator の⼀種
• 保存系と相性が良い

Symplectic integrator の⻑所
• 保存量がドリフトしない．
• シミュレーションのための記憶領域が最⼩．

（従属変数の数 × シミュレーション領域１⾯分のみ）
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ハミルトン⽅程式

q

p

簡単な例：単振動

反対称⾏列カノニカル変数： q, p
変数 q と p は互いにカノニカル共役

q
p
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時間に関する離散化
symplectic integrator の考え⽅を⽤いる

冪ゼロ
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Symplectic integrator と他の数値積分法

オイラー法
修正オイラー法
ルンゲクッタ法

１次近似

2次近似

１次近似

2次近似



Symplectic integrator は構造保存

量⼦化磁束動⼒学シミュレーション研究G夏セミ2021 15

SIは構造保存：
● 位相空間の体積を（厳密に）保存する
● 影のハミルトニアンを（厳密に）保存する

影のハミルトニアン（Shadow Hamiltonian）

＊１次近似の場合と２次近似の場合

Note ! ：
SIの影のハミルトニアンには時間刻み幅τが含まれる．

→ ２つの⽋点：
・時間刻み幅を積分している途中で変化させると

影のハミルトニアンの保存が保障できなくなる．
・等エネルギー曲線が「楕円」から「双曲線」

に変化するときに不安定化する．

真のハミルトニアン

H. Kobayashi, “Anomaly in symplectic integrator, ” 
Phys. Lett. A 371 (2007) 360--362 . 



５： Maxwell⽅程式の実装について
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Maxwell⽅程式（真空中）：
EとBをカノニカル共役変数ペアとする
ハミルトン⽅程式に⾒える．

AとEをカノニカル共役変数ペアとする
ハミルトン⽅程式に⾒える．

スカラーポテンシャル：φ
ベクトルポテンシャル：A

Weylゲージ：φ≡０

Schrödinger⽅程式は
ΦとAを含む．

いずれの場合も
SIが有効



空間離散化格⼦
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Yee 格⼦

AとE共に
リンク変数上で

定義される

B

E

A, E

いずれの場合も
SIが有効

＊AFI実装もできる．



細かい話：
rot rot の実装
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「８の字差分」：
リンク変数を「８の字掛け算」する．

[i, j]

[i, j+1]

[i, j-1]

[i+1, j]

[i+1, j-1]

[i, j]

[i, j-1]

[i, j]

Ay[i, j]

[i, j]

[i+1, j]

[i-1, j]

[i-1, j]

[i, j+1][i-1, j+1]

Ax[i, j]

[index, index]

((i+1/2)h, jh)

Ay(ih, ( j+1/2)h)

Ax((i+1/2)h, jh)

(x, y)

(ih, ( j+1/2)h) ((i+1)h, ( j+1/2)h)

((i+1/2)h, (j+1)h)

((i+1/2)h, (j-1)h)

(ih, ( j-1/2)h) ((i+1)h, ( j-1/2)h)
((i+1/2)h, jh)

(ih, ( j+1/2)h)

((i+1/2)h, (j+1)h)

((i+1)h, ( j+1/2)h)

((i-1/2)h, jh)

((i-1/2)h, (j+1)h)

((i-1)h, ( j+1/2)h)



A-E⽅程式ベースの SI による数値シミュレーション例
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＊AFI実装もできる．
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Maxwell⽅程式（真空中）：

AFIが有効

Aに関する緩和⽅程式



６：Schrödinger⽅程式の実装について
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（改めて）AFI とは

常微分⽅程式

時間に関する
離散化
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空間に関する
離散化

Schrödinger⽅程式

（多次元）常微分⽅程式

偏微分⽅程式

時間に関する
離散化
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Schrödinger⽅程式におけるエネルギー保存

ハミルトニアン⾏列

＊AFI論⽂2020ですでに⽰した．

エネルギーが厳密に保存される！



２格⼦点モデル（＊研究のためのツール）
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線形シュレディンガー⽅程式
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エネルギー



＊Grayら(1996)の⽅法：波動関数を実部と虚部に分割
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ゲージ場が⼊るとここが回転⾏列になる

Symplectic
integrator

S. K. Gray and D. E. Manolopoulos, “Symplectic integrators tailored to the time-
dependent Schrodinger equation, ” J. Chem. Phys. 104 (1996) 7099--7112.  



７：⾮線形の場合でも構造保存するAFI実装について
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⾮線形シュレディンガー⽅程式
（TD Gross-Pitaevskii ⽅程式）

影のハミルトニアン
Note!: 時間刻み幅が含まれていない

→ 時間刻み幅を可変にしても構造保存する！
→ 無条件安定性を意味する！

本来はこれ：真のハミルトニアン

Iʼm sorry. Iʼm sorry.
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時間推進⾏列
（線形的⾮線形変換？！）

2021年9⽉末ごろ発⾒．
10⽉1⽇に数値的に確認．
論⽂投稿準備中．

２次元系ではこのように実装すれば
影のハミルトニアンが⼀定に保たれる．

AFI論⽂2020では，
これ

Iʼm sorry.

Iʼm sorry.
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２次元系ではこのように実装すれば
影のハミルトニアンが⼀定に保たれる．

AFI論⽂2020では，
これ．

q p

p q

eastwest

north

south

eastwest

north

south

本来は separability を成り⽴たせるための
⽅便だった．

結果的に「線形的⾮線形変換」が構成され，
なおかつ影のハミルトニアンで規定される
影のエネルギー曲⾯上に制約される変換群
が構成された．

Iʼm sorry. 



TDGP⽅程式ベースのデモンストレーション(1/2)
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https://www.youtube.com/watch?v=1IW6twBvmvE

まずは時定数の実部に⼩さな値をセット．

ある程度エネルギーが低下して量⼦渦が発⽣したら，
時定数の実部を完全にゼロにする．

時定数が純虚数になると影のエネルギーは厳密に保存される
（数値的にはマシンイプシロンオーダーの変動）．

https://www.youtube.com/watch?v=ePjuYCKy3Ns

https://www.youtube.com/watch?v=1IW6twBvmvE
https://www.youtube.com/watch?v=ePjuYCKy3Ns


TDGP⽅程式ベースのデモンストレーション(2/2)
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初期状態

真のエネルギー曲面

影のエネルギー曲面

h2

散逸過程 
（量子渦形成過程）

非平衡状態

平衡状態

ダイナミクスと統計熱⼒学をスムーズにつなぐ発想だった Fermi-Pasta-Ulam的研究が可能か？



８：まとめ → 課題
• ベクトル場の時間発展⽅程式（TDBdG⽅程式）へAFIを適⽤できた．

→ 実は古典波動⽅程式にAFIを適⽤する⽅法が最近わかったので実⾏する．
ベクトル場へのAFI適⽤（TDBdG⽅程式の話）が参考になった(^^)．

→ Maxwell⽅程式へAFIを適⽤する（＊⼩⽥部先⽣との科研費プロジェクトのはず(^^)）．

• TDGPタイプの⾮線形⽅程式で構造保存AFIが実装できた(^^)！

→ ⼀般の⾮線形の場合の構造保存AFIの実装⽅法を確⽴する．
→ ダイナミクスと統計熱⼒学をつなぐ数値的研究（Fermi-Pasta-Ulam的な）を⾏う．

（時間反転実験して不可逆性と⾮線形性との関係を調べてみる，など）
→ 散逸系（拡散⽅程式，TDGL⽅程式）の時間発展⽅程式における

「構造保存」：エネルギーの単調減少性に関する理論的解析を⾏う．

＊ライバル？：離散変分導関数法（“Discrete Variational Derivative Method,” D. Furihata and T. Matsuo, CRC Press, 2010）
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One more thing：縦磁場(1/2)

縦磁界下での螺旋磁束流モデル
T. Matsushita

https://www.youtube.com/watch?v=lc6e28cIF4Y

https://www.youtube.com/watch?v=lc6e28cIF4Y


One more thing：縦磁場(2/2)

• ⾮線形の部分を修正したAFIで数値実験
（＊動画２つ）

• これまで得られた結果と変わりなかった．

• Maxwell⽅程式の数値積分の部分も含めて
完全なAFIを完成させたい．
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