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Finite-difference time-domain (FDTD)method is currently the most popular numerical tool to
 

solve Maxwell’s equations.In this report,basic principles of the FDTD method are summarized
 

and a range of its applications in the field of nano-order optical structure, including random,

nonlinear and active media,are explained.
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光学の研究とは，歴史を遡ると，可視光が物体にあた

り，そこからの散乱光を解釈するところから始まったとい

えるのではないか．特に，波としての光を人為的に制御し

ようとする場合，その物体の構造は，永らく，光の波長よ

りも何桁も大きなものであった．20世紀の科学技術の進

歩は，光の波長以下の微細構造を加工することを可能に

し，ここに至り，電磁波としての光の挙動を微細構造との

相互作用として解析できることが，実用面からも必要不可

欠となってきたのである．これは数学的には，微細構造を

誘電率分布にあてはめて，マクスウェルの方程式を解くこ

とであり，一般的な問題に対しては，数値的な解法でなく

ては，事実上，対応ができない．現在，さまざまな電磁場

解析の分野で最も広く使用されている解析手法は，時間領

域差分法（finite-difference time-domain method：以下

FDTD法）といっても間違いではないだろう．これは，

1966年にマイクロ波の分野でYee によってその原理が

提案され，計算機のハードウェアの進歩とともに急速に発

展・普及してきたものである．本誌でも1998年に，筆者

が光学分野への応用を念頭において，FDTD法の紹介

を行った．当時は光学関係の学会へ行っても，国内外とも

に，FDTD法を知っている参加者はほとんどいなかった

が，それからおよそ8年が経つ今日では，逆にFDTD法

の名を知らない参加者は皆無に近い状態になっているよう

に感じる．それだけ，光学にとってFDTD法が一般的・

魅力的になってきたのだと解釈したい．

本報告では，FDTD法の原理と特徴を簡単にまとめた

後，ナノレベルの微細構造媒質への応用例などについて述

べることにする．政府の総合科学技術会議の昨年末の答

申 でも，ナノテクノロジーは引き続き重点研究分野と

されている．光とナノ構造の相互作用の解析には FDTD

法は現在，最も適しているといえる．解析する側には“こ

のような使い道が…”と，ナノ構造を作る側には“こんな

考え方が…”と思っていただければ幸いである．

1. FDTD法の概要

FDTD法の全容についてはTaflove や宇野 の教科

書があるほか，光学分野向けの入門としては筆者の解説

等 が出ているので，詳しい内容に関してはそれらを参

照していただくことにして，ここでは基本的な必須内容を

要約するにとどめることとする．

1.1 原 理

現在使用されている電磁場解析の数値解法の大半 は，
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いわゆる周波数領域の方法であり，正弦的な時間変化を前

提とすることで，波動の表記exp i(ωt－ ･ ) から時

間項を省いてexp(－i ･ )と表せるものである．ここで

， はそれぞれ波数ベクトル，位置ベクトルを表す．し

たがって，電磁場の問題は，光源以外の場所で，ベクトル

ヘルムホルツ方程式

∇ ＋k ＝0 (１)

∇ ＋k ＝0 (２)

を解くことに帰着する．

これに対して，FDTD法とはマクスウェルの回転方程式

∇× ＝ ＋σ ＋ε
t

(３)

∇× ＝－μ
t

(４)

に含まれるすべての微分を差分，要するに変数 sの関数 f

について

f
s
→ f(s＋Δs/2)－f(s－Δs/2)

Δs
(５)

と置き換えたものだといえる．式(３)，(４)は見方を変

えれば，磁場の値で電場を，電場の値で磁場を表している

と解釈できるため，解析したい領域全体で，図1の単位構

造のように電場・磁場が交互になるように電磁場の6成分

を評価する点（図中の E ，H など）を離散的に配置する

ことにする．そして，ある瞬間には電場のみを，次の瞬間

には磁場のみを，という具合に時間的に交互に電磁場の計

算を繰り返していくわけである．この図1の単位構造はセ

ル，グリッドなどとよばれている．

ここからは，話をわかりやすくするため，二次元平面内

のTE偏光 の場合で説明を行うことにする．すなわち，

y方向に構造と電磁場が一様であり，電場は y方向の成分

のみが存在する．これは，図1において，y＝Δy/2の面

内について考えることと思えばよい．さて，式(５)に従

って式(３)～(４)を変形すると，以下のようなFDTD法

の基本式が得られる．

E (i,k)＝A(i,k)E (i,k)＋B(i,k)

×
H i,k＋
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－
Δt
μ

E (i＋1,k)－E (i,k)
Δx

(8)

A(i,k)＝
1－σ(i,k)Δt/2ε(i,k)
1＋σ(i,k)Δt/2ε(i,k)

(9 )

B(i,k)＝
Δt/ε(i,k)

1＋σ(i,k)Δt/2ε(i,k)
(10)

ここで，(i,k)は (x,z)方向の座標を表す自然数で x＝

iΔx，z＝kΔzであり，nは時間ステップ数で t＝nΔt，ε

(i,k)とσ(i,k)は電場 E に関する (i,k)の点が代表す

る誘電率と導電率，μは真空中の透磁率である．すなわ

ち，図2からもわかるように，電場・磁場の各評価点で，

その最近接の磁場・電場の値を用いて計算を行うわけであ

る．したがって，基本式(６)～(８)は回転方程式を四則

計算で表現したものともいえる．なお，時間・空間の離散

化に関して，媒質中の光速を vとして

Δt (Δx) ＋(Δz) /v (11)

なる安定化条件 が成り立たなければ，正しい波動の伝

搬を実現することができない．

1.2 実際の計算に際して

FDTD法の解析領域，すなわち実際に計算を行う部分

を図3のように表す．まず，計算の初期条件として，平面
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図 1 FDTD法の空間的単位構造．

FDTD法はマイクロ波の分野に端を発し，現在でも電気系の学会・雑誌での発表が多いため，文献調査の便を考慮し，本報告でもこの形
式の波動表記を使用する．
特に，マイクロ波関係のFDTD法の多くの文献では，TE，TM の定義が光学や物理学などで通常，使用されているものと逆になっている
ので注意が必要である．本報告では，光学の定義を用いている．
三次元の問題の場合は，Δt (Δx) ＋(Δy) ＋(Δz) /vとなる．



波や球面波など，解析する光学系に入射する光波を生成す

る必要がある．単色光源の場合，これは，所望の波面を生

成するように一連の電場の評価点で E (i,k)を時間的に

正弦的に振動させることで実現できる．さらに，この時間

振動をパルス波形にすれば，そのパルスを構成するスペク

トルに相当する連続光による計算も一度にまとめて実行す

ることが可能である．

一方，式(６)～(８)によれば，ある点の電磁場の計算

には，必ずその最近接の評価点の電磁場の値が必要である

が，実際に計算を行う領域は有限である．したがって，計

算領域の端（図3の太線）に適切な境界条件を施さなけれ

ば，物理的にはありえない反射波が境界で生成されること

になる．したがって，解析領域から太線に入射した光が，

あたかも何もないかのようにそのまま外へ伝搬するような

条件が要求され，これを吸収境界条件とよんでいる．この

境界条件は，FDTD法を実際に使用するうえで，最も大

切な要素である．

これまでにさまざまな境界条件が提案されている中で，

現在，最もすぐれた性能で広く使用されているのがper-

fectly matched layer (PML) とよばれるもので，これ

は，図3で解析領域を取り囲む灰色の部分に，電場・磁場

をともに吸収するような仮想的な媒質を置き，解析領域か

ら出てくる光をもとに戻さないようにするものである．

このほかに，図3の太線上で解析領域外へ進行する波だ

けが存在するように太線上の電場を指定するMurの境界

条件 がある．これは運用が容易であるため，初心者で

もすぐに使用できる．

以上，FDTD法の基本的な部分について述べてきた．

ところが，実際の問題では取り扱う媒質によって，細かい

ところで工夫や修正が必要になってくる．たとえば，金属

の多くは可視光の周波数帯では，複素誘電率の実部・虚部

ともに無視できない値をもち，しかも実部は負になる．こ

の場合，FDTD法の基本式(６)～(８)をそのまま使用す

ると，途中で電磁場の値が発散して計算ができなくなる．

その理由は，金属が周波数スペクトル上の共鳴領域にある

ためである．周波数領域で表された構成方程式

( ,ω)＝ε( ,ω) ( ,ω) (12)

をフーリエ変換すれば

( ,t)＝ε ( ,t)＋ε G(τ) ( ,t－τ)dτ (13)

となる ．ここで，G(τ)はεの分散性を時間領域に変換

したもので，実際には，デバイ型，ローレンツ型，ドルー

デ型などの分散式を使用することが多い．すなわち，式

(13)をみれば，FDTD法で分散性の媒質を扱う際には

と の関係は単純ではなく，したがって，式(６)～(８)

の中に と を関係づける式が必要となることがわか

る．さらに，非線形媒質の場合には，式(12)は

( ,ω)＝ε( ,ω) ( ,ω)＋ ( ,ω)＋ ( ,ω)

(14)

となる．ここで， ， はそれぞれ線形，非線形分極

である．

1.3 特 徴

FDTD法の基本は差分化であり，その多くの特徴は時

間・空間の離散化に起因する．まず，時間の離散化による

時間領域の計算法であり，一般に，光の時間振動の周期の

数十分の一の時間ステップごとに式(６)～(８)を実行す

る．そのため，現象の時間変化を順を追って解析すること

が可能である．一方，それは非常に長い計算時間を要する

ことも意味している．したがって，定常状態の現象を解析

する場合には著しく不利であるといえる．次に，空間の離

散化により，媒質の特徴は電磁場の各評価点での媒質定数

としてして組み込めるため，さまざまな問題に対して柔軟

に対処できるという長所がある．すなわち，ランダム媒質

図2 電磁場の評価点相互の関係．

図3 FDTD法の解析領域．□：E ，●：H ，▲：H．
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を含む非周期構造の解析も容易であり，基本式に手を加え

ることで非線形光学効果や増幅媒質も扱うことができるな

ど，原理的に解析できない問題はないといえる．しかし，

光の周波数の場合，通常，波長の20分の 1以下の空間ス

テップが必要なため，この長所は逆に，膨大な計算機メモ

リーを必要とする短所の裏返しである．それでは，FDTD

法を使用する場合に必要な計算機性能はと問われると，た

とえば，二次元でセル総数が80万個の解析領域でラメラ

ー格子の問題を1997年当時のクロック50 MHz，RAM 64
 

Mbのワークステーションで解いた実績 はあるので，二

次元であれば，普通のパソコンでも取り扱える問題は多い

はずである．なお，計算精度を保ちつつ計算量を減らすに

は，部分的にセルの大きさを変える方法などもあるが，

Coleの提案している高次の差分の仕方を工夫したnon-

standard FDTD法 も有力である．また，時間ステップ

ごとに全解析領域で電磁場の値を直接，求めているため，

電磁場の分布を等高線グラフなどで直ちに表現できること

も魅力である．

ただし，実際の演算は基本的に四則計算だけなので，境

界条件の不備などに起因する反射波の積み重ねによる電磁

場の発散を除けば，たとえアルゴリズムやプログラムのど

こかで間違いをおかしていても，とにかく何らかの計算結

果は得られる．問題は，その計算結果が正しいかどうかは

FDTD法だけでは判断できないことである．そのため，

FDTD法を使用するにあたって，別の計算方法で得られ

た結果との比較や，得られた結果が物理的に妥当かどうか

を判断する能力が，他の数値解析法以上に要求されるとい

える．

2. 応 用 例

原理的に，FDTD法は光が電磁波として振る舞う，す

なわち偏光特性を示すような，すべての現象の解析に使用

することができる．しかし，解析領域が波長に比べてあま

り大きくなると，上述したように，空間離散化による計算

コストの増大で，現実的には計算の実行が不可能になる．

本報告では，FDTD法にとって一番適当であろうと思わ

れる，（ナノレベル を含む）波長程度以下の大きさの微

細構造をもつ解析対象への応用例を紹介する．なお，フォ

トニックナノ構造の現在の花形ともいえるフォトニック結

晶への応用例の文献は数百に及んでおり，多くの解説記

事 も出ているため，本報告では他のトピックスとの

関連のあるもののみにとどめている．

2.1 回 折 格 子

周期構造の最も簡単な例として，一次元の回折格子の問

題 をFDTD法で考えると図4のようになる．二つの媒

質の境界が回折格子の構造をなしており，ここに平面波が

入射する．z方向の両端（図中太実線）はPMLなどの周

期境界条件を用い，一方，x方向には解析する構造が周期

的に無限に繰り返されているため，両端の境界（図中太破

線）で電磁場が連続であるとする周期境界条件を用いる．

これにより，比較的小さな解析領域で具体的な問題を扱う

ことができるほか，フーリエモード法 など回折格子

の分野で精度が確立されている周波数領域の解析法との比

較ができるため，プログラムのチェック にも使用でき

る．普及が進んでいる回折光学素子の基本は誘電体格子で

あるため，応用例は非常に多い．また，フェムト秒パルス

と微細構造の相互作用などの時間応答現象 やその適用

例として，共鳴領域の回折格子1枚によるフェムト秒パル

スの圧縮 などもある．ただし，斜入射の場合，周期境

界条件の設定が非常に面倒である ほか，計算精度・時間

ともに，周波数領域の解析法に太刀打ちするのは不可能で

あるため，回折格子の単純な線形問題にはFDTD法は適

していないといえる．

2.2 ナ ノ 構 造

まず，ナノ構造といえば，Ebessenのサブ波長金属開口

アレイからの光の透過の実験の発表 以来，微小金属開

口からの光の放射に関する報告が数多くなされている．単

一スリット ，副スリット ，ホールアレイ のほ

か，円還アレイ ，さらにはC型 ，H型 をした開

口による放射，10～70 nmの開口の配置を工夫してレンズ

のように集光機能をもたせたもの などがある．サブ波

長の開口からの放射の重要な応用として，近接場リソグラ

図4 回折格子の問題の考え方．

冒頭でも述べたように，ナノレベルの微細構造は光学研究者にとっても非常に魅力的な分野である．ただし，現在までのところ，光の分野
では本当の“ナノ”オーダーというよりは“サブマイクロ”オーダーも含めてナノレベルと称している例が多いようである．これは，光の
波長を考えると，いまのところ，致し方ないのかもしれない．
厳密結合波解析 (rigorous coupled wave analysis:RCWA)もフーリエモード法の一種である．
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フィー が挙げられる．非周期構造の計算が容易な

FDTD法はこの問題の解析 には最適であろう．さら

に微細加工に関連して，三次元のホログラフィックリソグ

ラフィーによるフォトニック結晶作製の過程，およびでき

上がった素子の解析の報告 もある．

最近のナノ構造分野のもうひとつの大きな流行ともいえ

る表面プラズモン共鳴については，半径25 nmの銀の細

線 ，半径5 nmのダイマー ，銀基板上のV溝 ，さま

ざまな形状のナノ粒子 などによるプラズモン振る舞い

の解析がなされているほか，銀のナノロッド ，空隙

など，いわゆるプラズモン導波路に関する報告もある．近

接場顕微鏡に関しては，ファイバープローブからの放射

や銀キューブの分光測定 などがあるほか，FDTD法と

有限要素法との詳細な比較検討の報告 もおもしろい．

微小共振器では，本報告では省略したフォトニック結晶関

連のほかにも，リングやディスクと細線の結合によるも

の ，液晶を用いた屈折率可変のもの などがある．

このほか，実験的にはよく知られているモルフォ蝶の構

造性発色の解析 や，FDTD法を用いて光放射圧を見

積もる報告 もナノ構造分野の問題であろう．また，光

学素子そのものというよりも，モノ作りの現場に目を向け

たところでは，エバネセント光による加工表面の欠陥検

出 ，変わったところでは，階層化メモリーシステムの解

析 などが，FDTD法のおもしろい使い方といえるので

はないか．

2.3 ランダム媒質

マイクロ波の分野では地中探査 など，ランダム構造

を取り扱う例も多いが，光学素子やデバイスは通常，規則

的な構造を想定してきた．最近，これから述べるように，

サブ波長・共鳴領域のランダム構造を含むものの検討も現

れはじめている．このランダム構造を扱うことができるこ

とも，周期性を前提とする周波数領域の数値解析法に対す

る，FDTD 法の強みである．

ランダム構造はその意義づけにより（1）本来は規則的

であるべきだが，作製方法の制約などにより，致し方なく

ランダムになったもの，（2）自然ななりゆきとしてランダ

ムになったもの，（3）ランダム構造の利点を積極的に利用

しようとしたもの，の3つに大きく分類できる．その（1）

にあたるものが，マイクロディスクレーザーの径のばらつ

き ，光ディスク表面の不規則性が特性に与える影響

であり，（2）には，super-RENSディスク中でランダム

に配置された銀微粒子の周波数応答 などがあり，また，

（3）としては，反射防止用三角格子の性能改善 が挙げ

られる．これらのランダム構造の具体的な扱い方は，いず

れも，ある特定の構造に対する電磁場の振る舞いを

FDTD 法で計算する，という過程をランダムに生成され

た多くの構造に対して行い，その結果を統計的に処理する

ものである．

2.4 電気光学効果

光学的異方性を扱うため誘電率楕円体を用いる．したが

って，媒質定数として誘電率を用いるのではなく， ＝ξ

で定義される逆誘電率テンソルξを用いるほうが計算に

は便利である．そのため，等方的な媒質の場合にはみられ

ない項がFDTD法の基本式の中に現れてくる．Garcıa

ら は三次元問題の扱いについて整理しており，筆者

ら は導波モード共鳴格子フィルターに応用するため，

二次元問題用の式を提出した．FDTD法の基本式(６)～

(８)では誘電率などの媒質定数は各次元ごとに指定され

るため，異方性媒質の扱いは非常に単純といえる．

2.5 非線形光学効果

周波数領域の数値解析法に対するFDTD法の非常に大

きな強みは，非線形光学効果を取り扱えることであろう．

式(14)を差分化する具体的な方法としては，Josephらに

よる補助微分方程式を用いるもの ，あるいはSullivan

の提案する z変換を用いるもの が中心になっているよ

うだ．なお，微細構造における非線形光学効果を詳しく説

明したものとして，Ziolkowski の論文が挙げられる．

例としてやはり多いのは，必ずしもナノレベルの構造と

はいいがたいが，ファイバー中のパルス伝搬 であろ

う．また，非線形効果がより期待できる導波路や共振器で

は，誘電体導波路の端に非線形媒質を置いた際の反射・回

折の解析 ，フォトニック結晶導波路の直角曲がり部に非

線形媒質を置いたもの や，導波路型 ，リング型 ，フ

ォトニック結晶型 などいろいろな種類の共振器の報告

がある．このほか，カー媒質を用いた導波モード共鳴格子

フィルター ，カー媒質の微粒子などによるスイッチン

グ や表面プラズモン共鳴 の報告がある．

一次元構造だが不均質な非線形媒質への平面波の入

射 ，右手系非線形媒質と左手系線形媒質を組み合わせた

系の問題 も将来の展望としておもしろい．また，計算

テクニックに関しては，線形FDTD法とモード結合理論

を組み合わせた方法の提案 や，並列計算導入の方法を

述べたもの などがある．

2.6 増 幅 媒 質

レーザーを含む系をFDTD法で扱うためには，レート

方程式を組み込む必要がある．Chang の論文は，微細

構造は扱っていないが，これまでの増幅媒質の扱いを手短

かにまとめている．具体的な応用例としては，フォトニッ
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ク結晶レーザーに関するものがいくつか報告されてい

る ．

前半部で取り上げたFDTD法の原理に関する内容は，

FDTD法の理解と，さらに詳しい文献を読む際の必要最

小限の知識ととらえていただきたい．取り扱う問題に応じ

て，細かい部分で微調整がたくさん必要となってくる．続

いて，ナノレベルの微細構造を特に念頭において，応用例

の紹介を行った．FDTD法に関する文献の総数は5000を

超えている．ここで取り上げたのは，その中で，“ナノ”に

近いオーダーの構造を扱っており，しかもFDTD法の利

用に関する説明がなされているものである．類似の例があ

る場合は，参考文献の便を考慮し，できるだけ新しいもの

を選んでいる．したがって，この文献リストがすべての重

要な例を網羅しているわけでは決してなく，もし，容認し

がたい抜け落ちなどがあれば，後学のため，ぜひご指摘い

ただきたい．

最後に，FDTD法に自分で実際にかかわっておられる

方は，FDTD法の文献データベースhttp://www.fdtd.org/

を一度参照されることをお勧めする．これはワシントン州

立大学の J.B. Schneider氏が主宰しているもので，きめ

細かい文献収集に加えて検索機能もあり，非常に役に立

つ ．
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