
　Compressed sensing（もしくは compressive sam-

pling）とよばれる新しい信号復元理論の枠組み 1）

をご存知でしょうか．これは，対象とする信号を構
成する要素がほとんどゼロであるというスパース性 

を前提として，少ない数の観測データから元の信号
を復元するもので，数学的理論に裏打ちされるとと
もに，さまざまな応用分野への適用が可能なこと 

から，大変な注目を集めています．本稿では，この
compressed sensingをご紹介します．

　まず，compressed sensingの問題設定を明らかに
しましょう．対象とする信号を N 次元ベクトル x

とし，xに対するM個の線形観測 y＝� y1,…,yM�Tが
次式により得られたとします．
 y＝F x （ 1）
ここで，F はM×Nの行列です．観測信号 yから元
信号 xを復元する問題は，一般に線形逆問題とよば
れますが，連立方程式を解くことと同値ですので， 

M�Nを満たさなければ正しい解は得られません．
ここで，信号 xにスパース性があるとします．つま
り，xのほとんどの要素がゼロであり，K �＜M �個
の要素だけがゼロでない値をもちます．この前提の
もと，M＜Nであるときの式（ 1）の逆問題を解く
ことが，compressed sensing の問題設定となりま
す．ここで注意しなければならないのは，xにおけ
る非ゼロの K個の要素の位置も未知である，とい
う点です（もし，非ゼロの要素の位置がわかってい
れば，Kより大きなM個観測から xを簡単に復元で
きてしまいます）．
　次に解き方に移りましょう．上記の問題を素直に
解こうとすれば，「式（ 1）を満たし，かつ，xの非
ゼロの要素数ができるだけ少ない xを求める」とし

て解くことが考えられます．数学的には，非ゼロの
要素の個数として定義される L0ノルム � x �0を用い
て，次式の最適化問題として定式化することができ
ます．
　　Minimize � x �0　Subject to y＝F x （ 2）
しかし，この問題は NPハードとよばれ，xの次元
数 Nが大きい場合には現実的な計算量では解くこ
とができません．
　そこで compressed sensingでは，L0ノルムの代
わりに L1ノルム（要素の絶対値の和）を用いるア
プローチをとります．つまり，式（ 2）の代わりに
　　Minimize � x �1　Subject to y＝F x （ 3）
を解くことにします．この問題は，線形計画法のさ
まざまな解法を適用して解を得ることが可能です．
さらに，このようにして得られた解は，L0ノルム最
小化として得られる解と多くの場合一致するのです．
　これを理解するために，図 1に L1ノルム最小化
の概念図を示します（N＝2，K＝1，M＝1の場合）．
太線は L1ノルム一定の条件を表しており，この領
域を広げていき，観測条件を満たす点線にぶつかっ
た点が解 x ˆ（○）となります．この図からおわかり
のように，L1ノルム最小化で得られる解は，多く
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図 1　L1ノルム最小化（左）と L2ノルム最小化（右）
の概念図（N＝2，K＝1，M＝1 の場合）．縦軸と横軸
は二次元ベクトル xの 2要素に対応し，太線は L1ノル
ムもしくは L2ノルム一定の条件を，点線は y＝F xの
条件を，○は得られる解を表す．



の場合，L0ノルム最小化で得られるスパースな解
（軸上の点）と一致します．図 1には比較のために， 

 L2ノルム最小化の場合も示しました．L2ノルム最
小化は，信号のパワー（L2ノルム）を最小化するこ
とでノイズを抑制する効果があることから，線形逆
問題でしばしば用いられます．両者を比較すると，
ずいぶんと異なる解が得られることがわかるでしょ
う．
　では，compressed sensingはスパースな信号にし
か適用できないのでしょうか．答えは，「元信号自
身がスパースでなくても，スパースな信号へ線形変
換可能であれば適用可能」となります．画像信号
は，ウェーブレット変換や周波数変換により，高周
波成分がほとんどゼロのスパースな信号へ変換でき
ることから，このような変換と組み合わせて com-

pressed sensingが適用されています．
　次に，compressed sensingによる信号復元を試し
てみた結果を紹介します（図 2）．xの次元数は N＝
500 で，非ゼロの要素数は K＝15，y の次元数は 

 M＝75，観測行列 F はランダムな値で構成しまし
た．L1ノルム最小化にはフリーのMATLABライブ
ラリ 2）を用いました．比較のために，式（ 3）の
� x �1を � x �2に置き換えた L2ノルム最小化の結果も
算出しました．結果をみますと，L2ノルムではほ
とんど正しく推定できていないのに対し，確かに 

 L1ノルムを用いることで，ほぼ正確に解が求めら
れています．また，観測データにノイズをのせて
も，解が大きく変わることはありませんでした．

　本稿では，compressed sensingの難しい理論には
立ち入らず，直観的に理解しやすいエッセンスだけ
をお伝えしました．実際には，どのような条件のと

きに正しい解が得られるのか，F をどのように設
計すればよいのか，などのさまざまな理論的研究が
なされています．一方，極限まで観測数を減らした
イメージングや，劣化した波形・画像信号の復元な
どの各種応用に関しても，多くの論文が発表されて
います．機会があれば，新しくて奥深い compressed 

sensingの世界をのぞかれてはいかがでしょうか．
（東京工業大学　村上百合）
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図 2　スパース信号復元の例．L1 ノルム最小化
（上），L2ノルム最小化（下）．


